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Introduc¸a˜o
E´ impressionante a diversidade de temas da Biologia que um estudante de matema´tica pode
abordar em seus estudos ou aulas. A matema´tica utilizada neste trabalho de conclusa˜o de curso
e´ elementar, aborda-se assuntos como regra de treˆs simples e ao mesmo tempo um pouco de
derivadas, autovalores e autovetores.
A ide´ia surgiu devido ao interesse de conhecer ate´ onde a ”bagagem”que adquirimos durante
o curso de Licenciatura em Matema´tica pode nos ajudar, como e´ aplicada nas Cieˆncias, em
particular, neste trabalho na Biologia.
Durante o per´ıodo de pesquisa, houve um autor que se destacou com sua obra Introduc¸a˜o a`
Matema´tica para Biocientistas, que aborda diferentes to´picos da Matema´tica relacionados com
a Biologia. Seu nome e´ Edward Batschelet. Tal obra serviu de base para o in´ıcio do trabalho. A
partir da´ı, outros autores surgiram mas na˜o com obras voltadas a Biologia, apesar de conterem
exerc´ıcios muito bons ligados ao assunto.
Os problemas contidos neste trabalho foram retirados dos livros que constam nas refereˆncias
bibliogra´ficas. A grande maioria encontra-se no livro de Batschelet. Alguns ja´ haviam sido de-
senvolvidos e receberam aqui uma resoluc¸a˜o mais completa, outros fazem partes de problemas
propostos.
No cap´ıtulo 1 trabalharemos um pouco sobre Ecologia e Zoologia, ja´ no cap´ıtulo 2 sera˜o
abordados os temas Botaˆnica e Microbiologia. E finalmente, no cap´ıtulo 3 a Biologia Humana
sera´ trabalhada com alguns conceitos matema´ticos mais avanc¸ados. Constam ainda no trabalho
treˆs apeˆndices para complementar um pouco mais os estudos feitos nestes cap´ıtulos.
Acredito que o que chamara´ muita atenc¸a˜o e´ o leque de aplicac¸o˜es de matema´tica elementar
em problemas importantes, como a propagac¸a˜o de uma epidemia, impacto de uma mariposa
no meio em que esta vive, crescimento populacional e germinac¸a˜o de sementes, ale´m de alguns
mais simples, mas que podem vir a servir como exemplos no Ensino Fundamental e Me´dio.
Com isso, o objetivo central das pa´ginas que se seguira˜o sera´ relacionar conteu´dos matema´ticos
elementares com o estudo da Biologia. Mas antes de comec¸ar o desenvolvimento, acho impor-
tante citar algumas palavras do professor Geraldo A´vila, profundo conhecedor do Ensino de
Matema´tica:
”... para atingir plenamente seus objetivos, o ensino de Matema´tica
deve tratar os diferentes to´picos da Matema´tica de uma forma bem
articulada com o ensino de outras cieˆncias...”
Artigo: ”Objetivo do Ensino de Matema´tica.- Revista do Professor e Matema´tica 27.
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Cap´ıtulo 1
Ecologia e Zoologia
Ao iniciar um estudo das aplicac¸o˜es da Matema´tica a` Biologia, foram encontradas infinidades
de aplicac¸o˜es, que va˜o de problemas mais simples a outros um pouco mais complexos, que exi-
gem algum conhecimento mais avanc¸ado. A ide´ia e´ comec¸armos dos mais simples e aos poucos
aumentar o grau de dificuldade.
Cada sec¸a˜o tratara´ de um problema. Os problemas das sec¸o˜es 1.1, 1.2, 1.4, 1.5, 1.6, 2.1, 2.2,
2.4, 3.1, 3.2 e 3.3 foram retirados do livro de Batschelet1, sendo que os da sec¸o˜es 1.1, 1.5, 3.2
e 3.3 se encontravam desenvolvidos e os demais propostos. Ja´ o problema da sec¸a˜o 1.2 recebeu
uma pequena adaptac¸a˜o.
Nas sec¸o˜es 1.3 e 2.3 temos problemas retirados do livro de Augusto Morgado2, na sec¸a˜o 2.5
do livro de Joa˜o Pitombeira3, na sec¸a˜o 3.4 do livro de Gilbert Strang4 e, finalmente, na sec¸a˜o
3.5 do livro de Elon Lages Lima5. Todos estes propostos.
1.1 Crescimento de um potro.
Vamos enta˜o trabalhar o crescimento. Na Biologia, a palavra crescimento tem o significado
de desenvolver-se, tornar-se capaz de gerar outros descendentes para a preservac¸a˜o da espe´cie.
O problema a seguir tem o intuito de trabalhar um pouco do conteu´do de porcentagem e taxa
de crescimento.
Um bio´logo estuda o crescimento de um potro. Quando ele inicia sua pesquisa o potro pesa
50kg. No final do 1omeˆs o peso aumenta de 20% e chega a 60kg. Se no fim do 2omeˆs o peso do
potro aumenta 20%, qual e´ o aumento total do peso do potro?
Soluc¸a˜o:
1Ver refereˆncia bibliogra´fica [1].
2Ver refereˆncia bibliogra´fica [3].
3Ver refereˆncia bibliogra´fica [6].
4Ver refereˆncia bibliogra´fica [9].
5Ver refereˆncia bibliogra´fica [4].
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Inicialmente o potro tem 50kg. Um meˆs depois aumenta 20% e passa para 60kg; no meˆs
seguinte aumenta outros 20% e passa para 72kg, um aumento de 22kg em 2 meses. A primeira
ide´ia que pode vir a` mente de um estudante e´ de que como foram dois aumentos sucessivos de
20%, ter´ıamos enta˜o 20% + 20% = 40%. Se analisarmos esta afirmac¸a˜o com uma simples regra
de treˆs obtemos:
50kg → 100
22kg → x
O que nos da´ x =
2200
50
= 44%, e, neste caso, encontramos 20% + 20% 6= 44%, diferente da
ide´ia inicial.
NOTA: Para termos um tratamento correto desse problema devemos trabalhar com uma
multiplicac¸a˜o e na˜o uma adic¸a˜o. Em problemas como este, onde temos uma taxa de crescimento
(ou decrescimento) constante, vamos fazer da seguinte forma:
Sejam p o peso inicial do potro;
i o percentual de aumento.
A taxa de crescimento sera´:
i
100
· p
Enta˜o no primeiro aumento teremos:
p+
i
100
· p = p
(
1 +
i
100
)
Em que pode-se perceber que para chegarmos na quantidade seguinte e´ preciso multiplicar
o peso inicial por
(
1 +
i
100
)
.
Ja´ no segundo aumento teremos:[
p
(
1 +
i
100
)]
·
(
1 +
i
100
)
= p
(
1 +
i
100
)2
A mesma operac¸a˜o pode ser aplicada quantas vezes forem necessa´rias. Para n aumentos
podemos generalizar como:
p
(
1 +
i
100
)n
Posteriormente, voltaremos a tocar no assunto de crescimento populacional, mas en-
quanto isso, vamos a algo um pouco maior, a Atmosfera.
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1.2 O oxigeˆnio que constitui nossa atmosfera.
A Biologia tambe´m trabalha com medidas, ela tenta muitas vezes conhecer quantidades e
como e´ a produc¸a˜o de um determinado elemento no planeta. Isso faz com que a Geometria
Elementar seja uma ferramenta muito importante.
Vejamos enta˜o no que a Matema´tica pode contribuir quanto a investigac¸o˜es na Atmosfera:
Cada cm2 de superf´ıcie da Terra esta´ carregado com uma massa de 1, 0 kg de ar.
(a) Calcular a massa da atmosfera.
(b) Qual e´ a massa de O2?
(c) Qual a massa de O2 sobre uma pessoa que ocupa 0,5 m
2 de cha˜o?
(d) Um km2 de uma floresta jovem produz cerca de 2, 5 · 105 kg de oxigeˆnio, anualmente.
Que proporc¸a˜o isto significa em relac¸a˜o a` massa total de oxigeˆnio atmosfe´rico sobre 1 km2 da
superf´ıcie da Terra?
Soluc¸a˜o:
(a) Vamos inicialmente encontrar a medida da superf´ıcie da Terra. Na Geometria Elemen-
tar temos S = 4piR2, a a´rea da superf´ıcie da esfera de raio R. Admitindo a Terra esfe´rica. de
raio 6374 km:
STerra = 4pi(6374)
2 ∼= 5, 1 · 108 km2
Como o problema fala em cm2 , vamos enta˜o transformar para esta unidade a superf´ıcie da
Terra.
STerra = 5, 1 · 108 km2 = 5, 1 · 108 · (105cm)2 = 5, 1 · 108 · 1010 cm2 = 5,1 · 1018 cm2
Da´ı, para cada cm2 temos 1, 0 kg de ar, enta˜o em cada 5, 1 · 1018 cm2 teremos 5, 1 · 1018 kg
de ar.
Portanto, a massa da atmosfera e´ 5, 1 · 1018 kgde ar
cm2
.
(b) A massa de O2 e´ 22% da massa total de ar da Terra. Resolvendo-se uma regra de treˆs
temos:
100% → 51 · 1017kg
22% → x
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Da´ı temos que x =
22 · 51 · 1017
100
= 1122 · 1015 = 1, 122 · 1018kg de O2.
Portanto, a massa de O2 e´ 1, 122 · 1015 toneladas .
(c) Uma pessoa ocupa 0,5 m2 de cha˜o, o que equivale a 2500 cm2. Sabemos que cada cm2
possui 1,0 kg de ar, em que deste 22% e´ de O2, enta˜o cada cm
2 possui 0,22 kg de O2.
Portanto, uma pessoa que ocupa 2500 cm2 tem sobre si 550 kg de O2 .
(d) Um km2 de uma floresta jovem produz 2, 5 · 105 kg de O2, o que equivale a 2, 5 · 102
toneladas de O2.
Sabemos que 1, 122 · 105 toneladas e´ toda a massa de O2 da superf´ıcie da Terra, enta˜o,
novamente utilizando uma regra de treˆs, obtemos:
1, 122 · 1015 t → 100% de oxigeˆnio da terra
2, 5 · 102 t → x
x =
2, 5 · 102 · 102 t
1, 122 · 1011 · 102 · 102 t =
2, 5
11, 22
· 10−11 ∼= 22 · 10−12 %
Portanto, 1 km2 de floresta jovem, equivale a 22 · 10−12 % do oxigeˆnio da superf´ıcie da
Terra.
Problemas como este parecem um tanto fora da realidade com porcentagens deste tipo, mas
se algue´m desejar iniciar um estudo a respeito da Atmosfera da Terra, ou exatamente a respeito
do oxigeˆnio que esta possui, pode-se iniciar por este caminho.
Para se ter uma ide´ia melhor, apenas a Floresta Amazoˆnica possui cerca de 7 milho˜es de
km2 de a´rea, o que refrescando os ca´lculos feitos, obtemos 1, 57·10−3 % do oxigeˆnio da superf´ıcie
da Terra. Percebe-se com isso que a Floresta Amazoˆnica na˜o e´ o ”pulma˜o”do Mundo, ela seria
no ma´ximo seu pro´prio pulma˜o, pois quase todo O2 produzido por la´ e´ consumido pelo pro´prio
local, claro que ela na˜o perde nem um pouco sua importaˆncia com isso.
Precisamos tambe´m levar em conta outros fatores para melhorar o estudo, como por exem-
plo, a quantidade de poluentes que sa˜o soltos na atmosfera, quais reagem com o O2, quanto
de O2 e´ consumido no mesmo per´ıodo de produc¸a˜o, entre outros. Para um pouco mais de
esclarecimento a respeito do oxigeˆnio, veja o Apeˆndice A.
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1.3 Crescimento populacional.
Mais uma vez vamos entrar no assunto de crescimento, so´ que desta vez vamos trabalhar
um tema hoje em dia muito discutido, o crescimento populacional.
A Matema´tica ha´ muito tempo e´ utilizada como uma ferramenta para se fazer previso˜es. Ao
olharmos alguns trabalhos feitos na a´rea de Biomatema´tica, percebe-se que tais previso˜es sa˜o
realmente eficazes. A ONU e´ uma das organizac¸o˜es que mais trabalha com previso˜es. Vamos
enta˜o para uma pequena previsa˜o:
A populac¸a˜o de certa cidade era, em 1985, de 50 000 habitantes e, em 1990, passou a ser
80 000 habitantes. Supondo que a populac¸a˜o tenha crescido com taxa constante, determine a
populac¸a˜o em 1987 e em 2003.
Soluc¸a˜o:
Sejam P0 a populac¸a˜o em 1985;
P1 a populac¸a˜o um ano depois de 1985;
..................................
Pn a populac¸a˜o n anos depois de 1985;
k a taxa de crescimento da populac¸a˜o.
Temos enta˜o:
Em 1985 → P0 = 50000 e em 1990 → P5 = 80000.
Da´ı,
1986 → P1 = P0 + kP0 = (1 + k)P0
1987 → P2 = P1 + kP1 = (1 + k)(1 + k)P0 = (1 + k)2P0
......................................
P n = (1 + k)nP0
Perceba que
Pn
Pn−1
= 1 + k que e´ constante, enta˜o temos (P0, P1, P2, ...) e´ uma Progressa˜o
Geome´trica.
Para encontrarmos a populac¸a˜o em 1987 e 2003, precisamos encontrar o valor de k. Sabemos
que em 1990 temos 80 000 habitantes, enta˜o utilizando a generalizac¸a˜o acima:
1990→ P5 = (1 + k)5 · 104
8 · 104 = (1 + k)55 · 104
8
5
= (1 + k)5
5
√
8
5
= 1 + k
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Enta˜o com o valor de k+1 encontrado teremos: Pn =
(
5
√
8
5
)n
P0.
Da´ı,
1987 → P2 =
(
5
√
8
5
)2
50000 ∼= 60342 habitantes.
2003 → P18 =
(
5
√
8
5
)18
50000 ∼= 271520 habitantes.
Portanto a populac¸a˜o em 1987 equivale a 60342 habitantes e em 2003 a 271520 habitantes.
Um pouco de informac¸o˜es a respeito do crescimento populacional mundial encontra-se no
Apeˆndice B.
1.4 Ninhada de camundongos.
Muitas vezes se e´ trabalhado o conceito de conjuntos de uma maneira muito simples. Quando
o aluno ainda esta´ iniciando sua educac¸a˜o, os professores tentam apenas dar uma ide´ia do que
seria conjunto, dando exemplo como frutas, animais e, a`s vezes, nu´meros. Quando os alunos ja´
teˆm uma melhor formac¸a˜o matema´tica, os exemplos mudam para alunos de uma determinada
sala, torcidas de times de futebol, ou ate´ mesmo capitais de algumas regio˜es do Brasil. Na˜o
quero aqui discutir se estes sa˜o ou na˜o bons exemplos, so´ acredito que poderia existir alguma
inovac¸a˜o.
O problema a seguir foi encontrado durante algumas pesquisas no livro de Batschelet, e´
um problema simples que teria uma boa aplicac¸a˜o em uma turma do 1oano do Ensino Me´dio,
durante uma aula sobre Conjuntos. O exemplo tambe´m trabalha um pouco da nomenclatura
de conjuntos na Matema´tica.
Uma ninhada de cinco camundongos pode conter 0, 1, 2, ..., 5 machos e, o resto, feˆmeas.
Representando as seis probabilidades por a0, a1, ..., a5 e reunindo-as em um conjunto U, escreva
abaixo os dois conjuntos:
A: no mı´nimo quatro camundongos sa˜o machos;
B: no ma´ximo treˆs camundongos sa˜o feˆmeas. E encontre os complementares de A e B.
Soluc¸a˜o:
A:{x|x ≥ a4} = {a4, a5}
B tem no ma´ximo 3 feˆmeas, enta˜o B tem no mı´nimo 2 machos, ou seja, B:{x|x ≥ a2} =
{a2, a3, a4, a5}.
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Com isso, teremos os seguintes complementares:
AC = {a0, a1, a2, a3}
BC = {a0, a1}
Mais a frente, no cap´ıtulo 3, iremos abordar uma aplicac¸a˜o da Teoria de Conjuntos em
grupos sangu´ıneos, mas enquanto isso vamos continuar mais um pouco trabalhando com os
animais.
1.5 Idade de cobaias
O problema seguinte se encaixa muito bem para o trabalho das func¸o˜es exponenciais e
logar´ıtmicas, ale´m de utilizar o fato de que uma e´ o inverso da outra.
Calloway (1965) sugeriu que as idades de cobaias devem ser conhecidas o mais exatamente
poss´ıvel, pois as formas biolo´gicas variam rapidamente com a idade, especialmente nos primeiros
per´ıodos de vida. Tanto quanto poss´ıvel, as experieˆncias devem ser feitas em grupos de animais
com diferentes idades.
Quando as cobaias sa˜o escolhidas, de tal forma que formem uma sequ¨eˆncia geome´trica ou
exponencial, o seguinte problema pode surgir:
Sendo dados o nu´mero de grupos de idades, a menor e a maior idades, quais sa˜o os
termos daquela?
Soluc¸a˜o:
Seja A a idade do grupo mais novo, B a idade do grupo mais velho e n o nu´mero de grupos.
Os termos da sequ¨eˆncia sa˜o:
A,Aq,Aq2, ..., Aqn−1 onde q e´ a taxa de crescimento.
Sabemos que B e´ a idade do Grupo mais velho, da´ı:
B = Aqn−1
Resolvendo a equac¸a˜o, teremos:
log B = log A+ (n− 1)log q
log q =
log B − log A
n− 1
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Da´ı,
q = 10(
log B−log A
n−1 )
Para ilustrar o procedimento vamos utilizar um exemplo nume´rico com A = 4 semanas,
B = 10 semanas e n = 5, enta˜o:
log q =
log 10− log 4
4
⇒ log q = 1− log 4
4
⇒ q = 10( 1−log 44 )
Onde chegamos que q ∼= 1, 2574. Voltando a sequ¨eˆncia e arredondando um pouco o resul-
tado encontrado ter´ıamos:
4 5,02 6,32 7,92 10 semanas.
1.6 Impacto da alimentac¸a˜o de mariposas.
A utilizac¸a˜o de func¸a˜o exponencial aqui e´ muito boa. O mais atraente e´ que ao iniciar-se
a leitura do problema, na˜o se tem a ide´ia da utilizac¸a˜o da func¸a˜o exponencial para resolveˆ-lo,
esta aparece ao iniciar-se os ca´lculos.
Uma feˆmea de mariposa (Tinea pellionella) deposita aproximadamente 150 ovos. Em um
ano pode chegar a cinco gerac¸o˜es. Cada larva come cerca de 20mg de la˜. Suponhamos que 2/3
dos ovos morram e que 50% das mariposas remanescentes sejam feˆmeas. Estimar a quantidade
de la˜ que pode ser destru´ıda pelos descendentes de uma feˆmea no prazo de um ano. (A primeira
feˆmea pertence a` primeira gerac¸a˜o).
Soluc¸a˜o:
Como se esta´ supondo que 2
3
dos ovos morrem, enta˜o uma mariposa deposita 50 ovos re-
manescentes e destes 25 sa˜o feˆmeas.
Sabemos tambe´m que o nu´mero de ovos remanescentes equivale a` quantidade de larvas da
gerac¸a˜o, as quais, cada uma, consomem 20 mg de la˜.
Seja enta˜o fn a quantidade de feˆmeas no n-e´simo meˆs, c1 o consumo de la˜ tambe´m no n-
e´simo meˆs e f0 a situac¸a˜o inicial com apenas uma mariposa feˆmea.
Vamos enta˜o iniciar nossos ca´lculos procurando a quantidade de feˆmeas em cada gerac¸a˜o.
13
Na 1agerac¸a˜o, teremos:
Sa˜o 50 ovos da feˆmea progenitora, com isso f1 =
50 · 1
2
= 25 · 1 = 25 feˆmeas.
Ja´ da 2agerac¸a˜o em diante,teremos a quantidade de feˆmeas da gerac¸a˜o anterior mais
metade das larvas da atual gerac¸a˜o, ou seja,
f1 +
50 · (f1)
2
= (1 + 25) + 25(1 + 25) = (1 + 25) · (1 + 25) = (1 + 25)2 feˆmeas. Vamos por
enquanto deixar desta forma.
Na 3agerac¸a˜o, teremos:
f2 +
50 · (f2)
2
= (1 + 25)2 + 25(1 + 25)2 = (1 + 25) · (1 + 25)2 = (1 + 25)3 feˆmeas.
Generalizando, obtemos fn = (1 + 25)
n feˆmeas na n-e´sima gerac¸a˜o.
E´ importante perceber agora que o consumo na 1agerac¸a˜o equivale a 20 vezes a quantidade
de ovos da gerac¸a˜o anterior, e esta equivale a 50 vezes a quantidade de feˆmeas de sua gerac¸a˜o,
ou seja,
c1 = 20 · (50 · f0) = 1000 · f0 .
E isso vai valer para todas as gerac¸o˜es. Como o problema diz que em um ano pode-se chegar
a cinco gerac¸o˜es, o consumo total sera´:
Ctotal = c1 + c2 + c3 + c4 + c5
Ctotal = [1000 · f0] + [1000 · f1] + [1000 · f2] + [1000 · f3] + [1000 · f4]
Ctotal = [1000 ·25]+[1000 ·(1+25)]+[1000 ·(1+25)2]+[1000 ·(1+25)3]+[1000 ·(1+25)4]
Ctotal = 1000[25 + (1 + 25) + (1 + 25)
2 + (1 + 25)3 + (1 + 25)4]
O que nos da´ Ctotal = 475279000 mg de la˜ = 475, 279 kg de la˜ .
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Cap´ıtulo 2
Botaˆnica e Microbiologia
2.1 Esporos de samambaia.
Nesta sec¸a˜o aborda-se apenas um pouco de Geometria Elementar para resolver o seguinte
problema a respeito dos esporos de samambaias:
Os esporos das samambaias flutuam na atmosfera e sa˜o distribu´ıdos por toda a terra por
meio dos ventos. Eles retornam a` terra somente pela ac¸a˜o da chuva. Que massa tera´ um esporo
esfe´rico de 30µm de diaˆmetro, se a densidade for de 1,0 g/cm3?
Soluc¸a˜o:
30µm de diaˆmetro nos da´ 15µm de raio.
Da´ı teremos o volume V =
4
3
pi(15)3 = 4500piµm3
Mudando algumas unidades, obte´m-se:
1µm = 10−6m = 10−6 · 102cm = 10−4cm
Ou seja, 1µm3 = (10−4)3cm3 = 10−12cm3
Com isso, podemos escrever o volume como V = 4500pi · (10−4)3cm3 = 0, 45 · 10−8picm3
Densidade pode ser definida como
massa
volume
, enta˜o:
1, 0g/cm3 =
massa
0, 45 · 10−8picm3 ⇔ massa = 0, 45 · 10
−8pig ∼= 1, 414 · 10−8g.
Portanto a massa do esporo sera´ de aproximadamente 1, 414 · 10−5mg.
Perceba que este e´ um problema simples e de ra´pida resoluc¸a˜o, ale´m de ter um contexto
muito atrativo, o´timo para as se´rie iniciais.
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2.2 Contadores de bacte´rias.
Vejamos, agora, um problema que exigira´ de um pouco mais de matema´tica para resolve-lo,
em relac¸a˜o aos anteriores.
Em um laborato´rio existem dois contadores de bacte´rias. O contador C1 pode ser operado
por estudante de po´s-graduac¸a˜o que ganhe $ 2,00 por hora. Em me´dia ele e´ capaz de contar
seis amostras por hora. O contador C2 e´ mais ra´pido e tambe´m mais sofisticado. Somente uma
pessoa bem treinada, ganhando $ 3,00 por hora, pode opera´-lo. Com a mesma precisa˜o de C1
o contador C2 permite dez contagens por hora. Sa˜o dadas 1000 amostras para serem contadas
em um per´ıodo que na˜o exceda 80 horas. Quanto tempo cada um dos dois contadores deve ser
utilizado de forma a desenvolver a tarefa com um mı´nimo de custo?
Soluc¸a˜o:
Vamos iniciar colocando os dados em uma tabela para facilitar a consulta.
Contador Prec¸o Amostras contadas por hora Nu´mero de horas em operac¸a˜o
C1 $ 2,00 6 x
C2 $ 3,00 10 y
Primeiramente devemos lembrar que a tarefa na˜o pode exceder 80 horas, devemos ter enta˜o:
0 ≤ x ≤ 80 e 0 ≤ y ≤ 80
Agora precisamos de uma lei para a quantidade de amostras, que no problema sa˜o 1000.
Como vamos utilizar o contadores C1, que e´ capaz de contar 6 amostras por hora, e o contador
C2, capaz de contar 10, em x e y horas teremos:
6x+ 10y = 1000⇒ 3x+ 5y = 500
Como procuramos um custo mı´nimo, ainda nos falta uma func¸a˜o para representa-lo. Esta
func¸a˜o e´ que vamos tentar minimiza-la dentro das necessidades de tempo ja´ expostas.
Com o mesmo racioc´ınio utilizado para a lei da quantidade, e lembrando que C1 custa
$2,00por hora e C2 custa $3,00, obtemos a seguinte func¸a˜o ϕ para o custo:
ϕ = 2x+ 3y
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Figura 2.1: Gra´fico de ϕ(x, y) = 2x+ 3y em R3
Perceba que a func¸a˜o do custo e´ de duas varia´veis, ou seja, ϕ(x, y) = 2x+3y. Veja a figura
2.1, onde o gra´fico de ϕ se encontra em R3.
Ja´ t´ınhamos a ide´ia de que a superf´ıcie de ϕ seria um plano pela sua equac¸a˜o, com isso,
podemos conhecer um pouco mais de ϕ trac¸ando algumas Curvas de Nı´veis. A figura 2.2 mostra
o desenho das curvas de n´ıveis zero, quando ϕ(x, y) = 0 ⇔ x = y = 0, 40, 80 e 140, ale´m da
reta que representa a quantidade de amostras a serem contadas por C1 e C2
Figura 2.2: Curvas de Nı´veis de ϕ
Vamos adotar o n´ıvel zero de ϕ como a origem de suas curvas de n´ıveis. Com isso, ao anali-
sar o gra´fico da figura 2.2, podemos perceber que quanto mais as curvas de n´ıveis se afastam,
paralelamente, da´ curva de n´ıvel zero, maior sera´ o custo e obviamente quanto menos acontecer
este afastamento menor sera´ o custo.
Precisamos agora encontrar os valores de x e y que satisfac¸am no ma´ximo 80 horas e a
equac¸a˜o 3x+5y = 500. Isso nos leva a concluir que tais valores esta˜o nas seguintes intersecc¸o˜es:
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
0 ≤ x ≤ 80
0 ≤ y ≤ 80
3x+ 5y = 500
Onde sua soluc¸a˜o esta representada no segmento AB na figura 2.3.
Figura 2.3: As soluc¸o˜es poss´ıveis esta˜o em AB
Logo, a soluc¸a˜o que procuramos e´ a curva de n´ıvel que menos se afasta da de n´ıvel zero, no
caso sera´ a curva que passa pelo ponto A, representada na figura 2.3 tracejada.
Como A = (100
3
, 80), teremos ϕ(100
3
, 80) = 2 · (100
3
) + 3 · (80) ∼= $306,67 o menor custo.
Portanto, para minimizarmos o custo, no intervalo de tempo que na˜o exceda 80 horas, o
contador C1 deve ser operado 33,7 horas e o contador C2 80 horas.
Mais adiante nos depararemos com outro problema que necessitara´ um me´todo de resoluc¸a˜o
parecido, a´ı enta˜o entraremos um pouco mais a fundo neste tipo de resoluc¸a˜o.
2.3 Equac¸a˜o de Diferenc¸a Linear de 2aOrdem - Sementes.
O problema seguinte e´ muito interessante, foi resolvido de duas maneira. Aqui, a A´lgebra
Linear se torna uma ferramenta muito poderosa.
Uma planta e´ tal que cada uma de suas sementes produz, um ano apo´s ter sido plantada, 21
novas sementes e, a partir da´ı, 44 novas sementes a cada ano. Se plantarmos hoje uma semente
e se, toda vez que uma semente for produzida ela for imediatamente plantada, quantas sera˜o
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as sementes produzidas daqui a n anos?
Soluc¸a˜o:
Inicialmente e´ plantada uma semente, um ano depois esta produzira´ 21 novas. No se-
gundo ano a histo´ria muda um pouco, pois cada uma destas u´ltimas produzira˜o outras 21, o
que nos dara´ (21)2 sementes, pore´m na˜o podemos esquecer que a planta da primeira semente
ja´ tem 2 anos e enta˜o produzira´ mais 44 novas, com isso, temos 21 vezes as sementes do ano
passado mais 44 vezes as sementes do retrasado.
Com este racioc´ınio, no 3oano temos 21 vezes as sementes do 2oano mais 44 vezes as se-
mentes do 1oano. No 4oano, 21 vezes as do 3oano mais 44 vezes as sementes do 2oano somado
com as do 1oano. Isso nos permite uma generalizac¸a˜o, vejamos:
Sejam a0 o nu´mero inicial de sementes;
a1 o nu´mero de sementes depois de um ano;
..................................
an o nu´mero de sementes depois de n anos.
Da´ı,
a0 = 1
a1 = 21
a2 = 21(a1) + 44(a0)
a3 = 21(a2) + 44(a0 + a1)
a4 = 21(a3) + 44(a0 + a1 + a2)
..................................
an+2 = 21(an+1) + 44(a0 + a1 + a2 + ...+ an),∀ n ∈ N.
Pronto, acabamos de escrever o problema em linguagem matema´tica, basta agora uti-
lizarmos um pouco de nosso conhecimento para reduzirmos esta equac¸a˜o ao mı´nimo de varia´veis
poss´ıveis. Temos enta˜o:
an+2 = 21(an+1) + 44(a0 + a1 + a2 + ...+ an), ∀ n ∈ N. (i)
Como vale para todo N , temos enta˜o:
an+1 = 21(an) + 44(a0 + a1 + a2 + ...+ an−1)
an+1 − 21(an) = 44(a0 + a1 + a2 + ...+ an−1) (ii)
Vamos escrever a equac¸a˜o (i) da seguinte forma:
an+2 = 21(an+1) + 44(a0 + a1 + a2 + ...+ an−1) + 44(an)
an+2
(ii)
= 21(an+1) + an+1 − 21(an) + 44(an)
an+2 = 22an+1 + 23an
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Onde obtemos: an+2 − 22an+1 − 23an = 0
Esta equac¸a˜o que acabamos de encontrar e´ chamada de Equac¸a˜o de Diferenc¸a Linear de
2aOrdem, que sera´ resolvida de duas maneiras: a primeira a partir da equac¸a˜o caracter´ıstica, e
a segunda maneira, a partir dos autovalores e autovetores (Algebra Linear).
1a Maneira:
an+2 − 22an+1 − 23an = 0
A equac¸a˜o caracter´ıstica associada a equac¸a˜o de diferenc¸a e´:
r2 − 22r − 23 = 0⇒ r = 22±
√
222 + 92
2
=
22±√576
2
=
22± 24
2
Logo, r1 = 23 e r2 = −1
Ou seja, an = c1(r1)
n + c2(r2)
n, em que c1 e c2 sa˜o constantes e n ∈ N.
Vamos agora encontrar a soluc¸a˜o geral:
Como sabemos a quantidade de sementes inicial e a de sementes apo´s um ano, temos
que a0 = 1 e a1 = 21, enta˜o:
Para n = 0 temos 1 = c1(r1)
0 + c2(r2)
0 ⇒ c1 + c2 = 1
n = 1 temos 21 = c1(r1)
1 + c2(r2)
1 ⇒ c1r1 + c2r2 = 21
O que nos da´
{
c1 + c2 = 1 ⇒ c1 = 1− c2 (i)
c1r1 + c2r2 = 21 ⇒ 23c1 − c2 = 21 (i)⇒ 23− 23c2 − c2 = 21⇒ c2 = 1
12
enta˜o c1 = 1− 1
12
⇒ c1 = 11
12
Portanto, an = (23)
n11
12
+ (−1)n 1
12
2a Maneira:
Como ja´ havia sido comentado, vamos agora resolver a equac¸a˜o via A´lgebra Linear, uti-
lizando os conceito de bases e espac¸os gerados, autovalores, autovetores e diagonalizac¸a˜o de
matrizes.
A equac¸a˜o an+2 = 22an+1 + 23an
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Escrita da forma matricial fica
[
an+2
an+1
]
=
[
22 23
1 0
]
·
[
an+1
an
]
Seja A =
[
22 23
1 0
]
A partir deste ponto, procuramos encontrar uma matriz P invers´ıvel que diagonaliza A,
e para tal tarefa vamos comec¸ar encontrando os autovalores associados a` matriz A.
det(A− λI) = 0⇔
∣∣∣∣ 22− λ 231 −λ
∣∣∣∣ = 0⇔ λ2 − 22λ− 23 = 0
λ =
22±√(−22)2 − 4(1)(−23)
2
=
22±√576
2
=
22± 24
2
⇒ λ1 = 23 e λ2 = −1
Para encontrarmos os autovetores associados aos autovalores encontrados, precisamos
antes encontrar os nu´cleos de (A− 23I) e (A+ I).
N(A− 23I)[ −1 23
1 −23
]
·
[
x
y
]
=
[
0
0
]
⇒
{ −x + 23y = 0
x − 23y = 0
Donde obtemos x = 23y. Isso nos da´ autovetores da forma[
23y
y
]
que pertencem ao subespac¸o gerado pelo vetor
[
23
1
]
.
N(A+ I)[
23 23
1 1
]
·
[
x
y
]
=
[
0
0
]
⇒
{
23x + 23y = 0
x − y = 0
Donde obtemos x = −y. Isso nos da´ autovetores da forma[ −y
y
]
que pertencem ao subespac¸o gerado pelo vetor
[ −1
1
]
.
A matriz P e´ a matriz cujas colunas sa˜o autovetores de A e nossos estudos de A´lgebra Linear
nos garante que tal matriz e´ invers´ıvel.
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Enta˜o P =
[
23 −1
1 1
]
, que tem como inversa P−1 =

1
24
1
24
−1
24
23
24

Com isso podemos fatorar A como A = P · D · P−1, onde D e´ a matriz diagonal cujos
elementos diagonais sa˜o os autovalores de A.
Voltando um pouco a` equac¸a˜o matricial ter´ıamos:
Para n=0: [
a2
a1
]
= A
[
a1
a0
]
Para n=1: [
a3
a2
]
= A
[
a2
a1
]
= A ·
(
A
[
a1
a0
])
= A2
[
a1
a0
]
Para n=2: [
a4
a3
]
= A
[
a3
a2
]
= A ·
(
A2
[
a1
a0
])
= A3
[
a1
a0
]
...
Generalizando:
[
an+2
an+1
]
= An+1
[
a1
a0
]
(i)
Perceba que D2 = (P−1 ·A ·P )2 = (P−1 ·A ·P ) · (P−1 ·A ·P ) = P−1 ·A · (P ·P−1) ·A ·P =
P−1 · A2 · P. O mesmo acontece para D3 = (P−1 · A · P )3 = P−1 · A3 · P . Em geral,
Dn+1 = P−1 · An+1 · P , ou seja, An+1 = P ·Dn+1 · P−1.
Observe tambe´m que D2 = D ·D =
[
23 0
0 −1
]
·
[
23 0
0 −1
]
=
[
(23)2 0
0 (−1)2
]
Em geral, Dn+1 =
[
(23)n+1 0
0 (−1)n+1
]
.
Usando (i) tem-se:
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[
an+2
an+1
]
=
[
23 −1
1 1
]
︸ ︷︷ ︸
P
·
[
23n+1 0
0 (−1)n+1
]
︸ ︷︷ ︸
Dn+1
·

1
24
1
24
−1
24
23
24

︸ ︷︷ ︸
P−1
·
[
a1
a0
]
O que nos da´,
[
an+2
an+1
]
=

23n+2 + (−1)n+1
24
23n+2 − (−1)n+1
24
23n+1 − (−1)n+1
24
23n+1 + (−1)n+1
24
 ·
[
21
1
]
Da´ı, an+1 =
21
24
(
23n+1 − (−1)n+1
)
+
1
24
(
23n+1 − (−1)n+1 · 23
)
an+1 =
11
12
· (23)n+1 + (−1)
n+1
12
.
Ou seja, an =
11
12
· (23)n + (−1)
n
12
, n = 1, 2, 3, ...
2.4 Organismos microsco´picos.
O problema a seguir tem, praticamente, como objetivo colocar uma espe´cie de ”roupa”num
problema que envolve trigonometria, ou melhor, razo˜es trigonome´tricas:
Durante per´ıodos u´midos, uma fina camada de a´gua esta´ presente na superf´ıcie de folhas
e outros detritos depositados no solo. Esta pel´ıcula e´ o habitat de numerosas bacte´rias, pro-
tozoa´rios, fungos, esporos e outros organismos microsco´picos. Podem-se visualizar tais organis-
mos se os detritos u´midos forem imersos em a´gua contida num prato de vidro e a extremidade
de uma laˆmina fina de vidro for mergulhada nesse prato. Se a laˆmina forma um aˆngulo x com
a superf´ıcie horizontal e da sua outra extremidade deixar-se escoar a´gua limpa, observa-se que
os microorganismos movem-se ao longo da laˆmina, em direc¸a˜o contra´ria a` do fluxo da a´gua. Se
o aˆngulo de inclinac¸a˜o for de 10◦, 30◦, 50◦, e a distaˆncia d percorrida pelos microorganismos
ao longo da superf´ıcie inclinada da laˆmina for de 5cm, pede-se para calcular a altura vertical
h, que e´ atingida pelos microorganismos.
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Soluc¸a˜o:
Vamos desenhar o que o problema diz:
Figura 2.4: Representac¸a˜o gra´fica do problema.
Donde tiramos a raza˜o:
senθ =
h
d
⇒ h = d · senθ
Da´ı, basta aplicarmos as inclinac¸o˜es mencionadas no problema que obteremos:
Para θ = 10o ⇒ 5 · sen10o ∼= 0, 87 cm
Para θ = 30o ⇒ 5 · sen30o ∼= 2, 5 cm
Para θ = 50o ⇒ 5 · sen50o ∼= 3, 83 cm
2.5 Gene´tica.
A gene´tica e´ uma a´rea da Biologia, em que atualmente muitas inovac¸o˜es vem sendo al-
canc¸adas. Vejamos enta˜o como a matema´tica pode trabalhar algum de seus conteu´dos nesta
a´rea.
Suponha que uma caracter´ıstica (como a cor dos olhos, por exemplo) depende de um par
de genes. Representemos por A um gene dominante e por a um gene recessivo. Assim, um
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indiv´ıduo com genes AA e´ dominante puro, um com genes aa e´ um recessivo puro e um gene
Aa e´ um h´ıbrido. Dominantes puros e h´ıbridos sa˜o semelhantes em relac¸a˜o a caracter´ısticas.
Filhos recebem um gen do pai e um da ma˜e. Suponha que pai e ma˜e sejam h´ıbridos e tenham
4 filhos.
a) Qual e´ a probabilidade do primeiro filho ser um recessivo puro?
b) Qual e´ a probabilidade de exatamente um dos 4 filhos ser um recessivo puro?
Soluc¸a˜o:
a) Sejam Ω o conjunto dos resultados poss´ıveis, chamado Espac¸o Amostral, e B o conjunto
dos resultados que nos interessa, chamado Eventos.
O problema supo˜e que os pais teˆm 4 filhos, enta˜o #Ω = 4, e como queremos o primeiro filho
h´ıbrido, teremos #B = 1.
Enta˜o a probabilidade que procuramos, p(B), e´ dada por p(B) =
#B
#Ω
=
1
4
= 0, 25 .
b)Para tratarmos este item, vamos chamar de p a probabilidade do filho ser recessivo, e q a
probabilidade do filho ser h´ıbrido ou dominante. Temos enta˜o que q = 1− p.
Agora, a probabilidade do casal ter um filho recessivo e´ dada por p =
1
4
, o que nos da´
q = 1− 1
4
=
3
4
.
Suponhamos que destes 4 filhos apenas o primeiro seja recessivo e os demais na˜o. Nesta
ordem a probabilidade e´
pqqq = pq3
Perceba que independente da ordem em que ocorre o nascimento do filho recessivo, a proba-
bilidade e´ a mesma. Contudo na˜o podemos descartar as demais ordens de nosso ca´lculo: sa˜o
elas qpqq, qqpq e qqqp.
Portanto, a probabilidade de nascer apenas um filho recessivo em qualquer ordem de nasci-
mento e´:
4 · 1
4
·
(
3
4
)3
=
27
64
∼= 0, 41 .
NOTA: Neste problema estamos utilizando o conceito de probabilidade condicional (ve-
jamos a seguir).
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Suponhamos que em um determinado experimento que desejamos fazer temos apenas dois
resultados: sucesso e fracasso, os quais vamos representar pelas letras p e q respectivamente.
Procuramos, agora, saber qual a probabilidade de que, em n provas, possamos obter k
sucessos, e consequ¨entemente, n−k fracassos. Supondo que tenhamos sucessos nas k primeiras
provas, ficamos com,
ppp · · · p︸ ︷︷ ︸
k fatores
· (1− p) · · · (1− p)︸ ︷︷ ︸
(n−k) fatores
= pk · (1− p)n−k.
E´ importante perceber que este resultado e´ o mesmo para qualquer ordem de acontecimento
do evento, pois uma outra ordem so´ alteraria a posic¸a˜o dos fatores.
Portanto, para obtermos a probabilidade de acontecer k sucessos e (n − k) fracassos em
qualquer ordem, basta multiplicarmos pk · (1− p)n−k por Ckn. Esta expressa˜o encontrada nada
mais e´ do que o Teorema Binomial.
Teorema Binomial: A probabilidade de ocorrer exatamente k sucessos em uma sequ¨eˆncia
de n provas independentes, na qual a probabilidade de sucesso em cada prova e´ p, e´ igual a
Ckn p
k(1− p)n−k
Mais detalhes a respeito de Gene´tica e do Projeto Genoma Humano encontram-se no
Apeˆndice C.
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Cap´ıtulo 3
Biologia Humana
3.1 Grupo sangu¨´ıneo.
Na sec¸a˜o 1.4, quando comentamos a respeito da ninhada de camundongos, foi abordado bem
rapidamente a ide´ia de conjuntos, vamos agora utilizar a Teoria de Conjuntos para trabalhar
um problema envolvendo grupos sangu¨´ıneos.
Em um estudo sobre grupos sangu¨´ıneos ABO, 6000 chineses foram testados: 2527 tinham
ant´ıgeno A, 2234 o ant´ıgeno B e 1846 nenhum ant´ıgeno1. Quantos Indiv´ıduos tinham ambos
os ant´ıgenos?
Soluc¸a˜o:
Uma maneira de resolver este problema seria por uma simples diagrama que envolve inter-
secc¸a˜o de conjuntos.
Temos os seguinte:
Total de indiv´ıduos: 6000 chineses
Agora seja A o conjunto dos indiv´ıduo que possuem o ant´ıgeno A.
B o conjunto dos indiv´ıduo que possuem o ant´ıgeno B.
O o conjunto dos indiv´ıduo que na˜o possuem o ant´ıgeno.
Vejamos agora a figura 3.1:
1Quando dizemos que um indiv´ıduo na˜o possui ant´ıgeno, queremos se referir a um indiv´ıduo que pertence
ao grupo de sangue do tipo O
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Figura 3.1: Diagrama dos conjuntos A, B e O.
Temos que ter
6000 = 2527− x+ 2234− x+ x+ 1846
6000− 2527− 2234− 1846 = −x
x = 607 chineses.
Esta e´ uma maneira simples de resoluc¸a˜o utilizando diagrama de Venn, geralmente ensi-
nada no Ensino Me´dio. Vamos agora utilizar a Teoria de Conjuntos para resoluc¸a˜o do mesmo
problema
A mesma nomenclatura acima mencionada continuara´ a ser usada para tratarmos de in-
div´ıduos de ant´ıgenos A, B e indiv´ıduos sem ant´ıgenos. Com isso, teremos que:
n(A
⋃
B
⋃
O) = 6000
n(A) = 2527; n(B) = 2234; n(O) = 1846
Observando novamente a figura acima, podemos tirar a seguinte relac¸a˜o:
n(A
⋃
B
⋃
O) = n(A
⋃
B) + n(O)− n(A⋂O)− n(B⋂O) + n(A⋂B⋂O)
Ou ainda,
n(A
⋃
B
⋃
O) = n(A) + n(B)− n(A⋂B) + n(O)− n(A⋂O)− n(B⋂O) + n(A⋂B⋂O)
Podemos agora substituir os dados que temos levando em conta que na˜o existe indiv´ıduo
que possui sangue do tipo AO, BO ou ABO.
6000 = 2527 + 2234− n(A⋂B) + 1846− 0− 0 + 0
n(A
⋂
B) = 2527 + 2234 + 1846− 6000
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n(A
⋂
B) = 607
Aı´ esta´ uma bela aplicac¸a˜o da Teoria de Conjuntos, e´ realmente atraente a simbologia nela
utilizada.
3.2 Mu´sculos pinados.
O exerc´ıcio acima da´ um resultado trigonome´trico muito interessante, vejamos como ele
acontece.
Alguns mu´sculos na˜o consistem simplesmente em fibras paralelas. Ha´ os que teˆm fibras cur-
tas e inclinadas relativamente a um tenda˜o no seu centro. Tais mu´sculos sa˜o chamados pinados
(significando em forma de pena). A sec¸a˜o transversal de um mu´sculo pinado e´ mostrada na
figura 3.2.
Quanto se move o tenda˜o, o comprimento de cada fibra muscular, λ, e´ reduzido a λ’.
Figura 3.2: Mu´sculos Pinados.
Soluc¸a˜o:
Sejam y a distaˆncia entre os dois ossos aos quais o mu´sculo esta´ ligado, α o aˆngulo com-
preendido entre as fibras e o tenda˜o relaxado, e α’ o aˆngulo compreendido entre as fibras e o
tenda˜o contra´ıdo.
Enta˜o,
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sen α =
y
2
λ
(i) e sen α′ =
y
2
λ′
(ii)
Agora, a distaˆncia d em que o tenda˜o se move e´ dada por:
d = λcos α− λ′cos α′
Isolando λ e λ′ nas equac¸o˜es (i) e (ii), e substituindo em (iii), teremos:
d =
y
2
sen α
cos α−
y
2
sen α′
cos α′ =
y
2
·
(
cos α
sen α
− cos α
′
sen α′
)
Portanto, d =
y
2
(cotg α− cotg α′)
E´ algo impressionante perceber que ao utilizar nossos conceitos de geometria e trigonometria
consiga-se obter tal relac¸a˜o para o movimento deste tipo de tenda˜o. Isso faz com que se possa
perceber ainda mais a variedade de coisas que a Matema´tica pode atingir, afinal de contas,
quem esperaria uma relac¸a˜o de cotangentes para tal fim?
3.3 Sistema sangu´ıneo vascular.
O sistema sangu¨´ıneo vascular consiste de arte´rias, arter´ıolas, capilares e veias. O trans-
porte de sangue do corac¸a˜o, atrave´s de todos os o´rga˜os do corpo e a volta ao corac¸a˜o, deve
ser o mais efetivo poss´ıvel. Com uma energia mı´nima dispendida, o corpo deve ser alimentado
rapidamente pelos constituintes do sangue. O o´timo deve ser alcanc¸ado de va´rias formas. Por
exemplo, cada vaso deve ser largo o suficiente para evitar turbuleˆncia e os eritro´citos devem
ser mantidos em um tamanho que minimize a viscosidade. Vamos nos restringir agora a um
problema especial de otimizac¸a˜o, o da ramificac¸a˜o vascular.
Admitimos que o vaso principal de raio r1 corre ao longo da reta horizontal de A a B, veja
na figura abaixo. Um ponto C deve ser alcanc¸ado por um ramo de um dado raio r2. Para
simplificar, escolhemos B tal que CB seja perpendicular a AB. Seja CB = s e seja D o ponto
onde o eixo do vaso ramificado intercepta o eixo do vaso principal. Representamos o aˆngulo
BDC por θ. O problema que consideramos e´: encontrar o aˆngulo particular θ = θ0 que mini-
miza a resisteˆncia total do sangue ao longo do caminho ACD.
Soluc¸a˜o:
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Figura 3.3: Sistema Vascular Sangu¨´ıneo.
Para resoluc¸a˜o deste problema precisaremos utilizar a lei de Poiseuille para resiteˆncia de
fluxo sangu¨´ıneo.
No Fluxo laminar, a resisteˆncia R e´ proporcional ao comprimento l do vaso e inversamente
proporcional a` quarta poteˆncia de seu raio r, isto e´, R = k
l
r4
, onde k e´ um fator constante
determinado pela viscosidade do sangue.
Veja na figura que AB = l0, AD = l1, CD = l2 e CB = s, enta˜o temos que:
l2 =
s
sen θ
(i)
tg θ =
s
l0 − l1 ⇒ cotg θ =
l0 − l1
s
⇒ l0 − l1 = s · cotg θ (ii)
A resisteˆncia R e´ a soma das resisteˆncia R1 de A ate´ D, mais a resisteˆncia R2 de C ate´ D.
Enta˜o:
R = R1 +R2 = k
l1
r41
+ k
l2
r42
Ou seja, R = k
(
l1
r41
+
l2
r42
)
= k
(
l0 − s · cotg θ
r41
+
s
r42 · sen θ
)
, que e´ uma func¸a˜o de θ, com
0 ≤ θ ≤ pi
4
.
R(θ) = k
(
l0 − s · cotg θ
r41
+
s
r42 · sen θ
)
Enta˜o,
dR
dθ
= k
(
s · cossec2 θ · r41
r81
− s · r
4
2 · cos θ
r82 · sen2 θ
)
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dR
dθ
= k
(
s
r41 · sen2 θ
− s · cos θ
r42 · sen2 θ
)
dR
dθ
= k
(
s
sen2 θ
)(
1
r41
− cos θ
r42
)
dR
dθ
= 0⇔ 1
r41
− cos θ
r42
= 0⇔ cos θ =
(
r2
r1
)4
o que nos da´ o ponto cr´ıtico θ0 = arccos
(
r2
r1
)4
.
Perceba agora que:
dR
dθ
< 0 ⇔ 1
r41
− cos θ < 0 ⇔ cos θ >
(
r2
r1
)4
, o que nos da´ θ > arccos
(
r2
r1
)4
. Da mesma
maneira encontraremos θ < arccos
(
r2
r1
)4
.
Observe o gra´fico abaixo.
Figura 3.4: Gra´fico de cos(x).
Assim, para θ1 < θ0 e θ1 pro´ximo de θ0, cos θ <
(
r2
r1
)4
, ou seja,
dR
dθ
|θ=θ1 . E analogamente
obtemos o mesmo resultado para θ0 < θ2.
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Veja que o teste da derivada primeira do Calculo diferencial nos ajudou a concluir que
θ0 = arccos
(
r2
r1
)4
e´ ponto de mı´nimo para R(θ).
Problemas em que procuramos soluc¸o˜es o´timas utilizando derivada ja´ esta˜o um tanto co-
mum, mas, de todos os problemas que tive oportunidade de trabalhar durante a graduac¸a˜o,
este foi o que mais me pareceu atraente.
3.4 Epidemia.
Vejamos o que acontece ao tentarmos uma previsa˜o no problema que se segue.
Uma epidemia e´ tal que, todo meˆs, a metade dos indiv´ıduos sauda´veis tornam-se doentes,
e um quarto daqueles que esta˜o doentes veˆm a falecer.
a) Achar o processo de Markov associado.
b) Determine o nu´mero de doentes do trige´simo meˆs.
c) Determine o estado estaciona´rio correspondente ao processo.
Soluc¸a˜o:
Sejam mk+1 a quantidade de indiv´ıduos mortos ate´ o final do (k+1)-e´simo meˆs;
dk+1 a quantidade de indiv´ıduos doentes ate´ o final do (k+1)-e´simo meˆs;
sk+1 a quantidade de indiv´ıduos sauda´veis ate´ o final do (k+1)-e´simo meˆs.
Temos enta˜o as seguintes equac¸o˜es:
mk+1 = mk +
1
4
dk
dk+1 =
3
4
dk +
1
2
sk
sk+1 =
1
2
sk
Que podemos escrever como: mk+1dk+1
sk+1
 =
 1 14 00 3
4
1
2
0 0 1
2
 ·
 mkdk
sk

(a) A matriz 3x3 acima fornece as probabilidades fixas de mudanc¸as de um estado para
outro, ou seja, de se estar sauda´vel e se tornar doente, ou de estar doente e morrer, ale´m de um
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estado depender apenas do anterior para se chegar onde esta´. Este tipo de matriz e´ chamada
Matriz de Markov. Note que a soma dos elementos de uma determinada coluna e´ sempre 1.
Portanto, a matriz abaixo representa um processo de Markov.
 1 14 00 3
4
1
2
0 0 1
2

(b) Para resolver este problema, vamos achar a matriz P que diagonaliza a matriz A definida
por:
A =
 1 14 00 3
4
1
2
0 0 1
2

Vamos agora encontrar os autovalores relacionados a A.
det(A− λI) = 0
Enta˜o, ∣∣∣∣∣∣
1− λ 1
4
0
0 3
4
− λ 1
2
0 0 1
2
− λ
∣∣∣∣∣∣ = 0⇔
(
1− λ
)(3
4
− λ
)(1
2
− λ
)
= 0
Logo, os autovalores procurados sa˜o λ1 = 1, λ2 =
3
4
e λ3 =
1
2
. Vamos enta˜o encontrar
os autovetores relacionados a estes autovalores, e para isso precisamos determinar o nu´cleo de(
A− I
)
,
(
A− 3
4
I
)
e
(
A− 1
2
I
)
.
N
(
A− I
)
: 0 14 00 −1
4
1
2
0 0 −1
2
 ·
 xy
z
 =
 00
0
 , onde obtemos x varia´vel livre, y = 0 e z = 0
O que nos da´ os autovetores da forma
 x0
0
 que pertence ao subespac¸o gerado pelo vetor
 10
0
.
N
(
A− 3
4
I
)
: 14 14 00 0 1
2
0 0 −1
4
 ·
 xy
z
 =
 00
0
 , onde obtemos x = −y, y varia´vel livre e z = 0
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O que nos da´ os autovetores da forma
 −yy
0
 que pertence ao subespac¸o gerado pelo vetor
 −11
0
.
N
(
A− 1
2
I
)
: 12 14 00 1
4
1
2
0 0 0
 ·
 xy
z
 =
 00
0
 , onde obtemos x = −1
2
y , y varia´vel livre e z = −1
2
y
O que nos da´ os autovetores da forma
 −12 yy
−1
2
y
 que pertence ao subespac¸o gerado pelo vetor
 −12
−1
.
Enta˜o, a matriz P que procuramos e´ uma matriz onde suas colunas sa˜o compostas pelos
autovetores encontrados, veja:
P =
 1 −1 −10 1 2
0 0 −1
 que tem como inversa P−1 =
 1 1 10 1 2
0 0 −1

Temos que, D = P−1 · A · P onde D =
 1 0 00 3
4
0
0 0 1
2
, cujos elementos da diagonal principal
sa˜o os autovalores de A.
Voltando ao problema, temos que,
No primeiro meˆs:  m1d1
s1
 = A
 m0d0
s0

No segundo meˆs:  m2d2
s2
 = A
 m1d1
s1
 = A · A
 m0d0
s0
 = A2
 m0d0
s0

No terceiro meˆs: m3d3
s3
 = A
 m2d2
s2
 = A · A · A
 m0d0
s0
 = A3
 m0d0
s0

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...
No k-e´simo meˆs:  mkdk
sk
 = Ak
 m0d0
s0
 (i)
Ja´ vimos anteriormente que Dk = P−1 · Ak · P , ou seja, Ak = P ·Dk · P−1, e tambe´m que
Dk =
 1 0 00 (3
4
)k 0
0 0 (1
2
)k
.
Usando estes resultados em (i) tem-se:
 mkdk
sk
 =
 1 −1 −10 1 2
0 0 −1

︸ ︷︷ ︸
P
·
 1 0 00 (3
4
)k 0
0 0 (1
2
)k

︸ ︷︷ ︸
Dk
·
 1 1 10 1 2
0 0 −1

︸ ︷︷ ︸
P−1
 m0d0
s0

o que nos da´

mk
dk
sk

=

1 1−
(
3
4
)k
1− 2 ·
(
3
4
)k
+
(
1
2
)k
0
(
3
4
)k
2 ·
(
3
4
)k
− 2 ·
(
1
2
)k
0 0
(
1
2
)k

·

m0
d0
s0

Agora veja que quando k = 30 teremos aproximadamente:
 m30d30
s30
 =
 1 0.9998 0.99960 0.0001 0.0003
0 0 0

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Ou seja, as pessoas esta˜o praticamente todas mortas.
(c) Agora veja que quando k →∞ teremos que:
 m∞d∞
s∞
 =
 1 1 10 0 0
0 0 0
 ·
 m0d0
s0

Da´ı, 
mk = m0 + d0 + s0
dk = 0
sk = 0
Com isso, a epidemia encontrara´ um estado estaciona´rio quando k aumentar arbitraria-
mente. E seu estado estaciona´rio fara´ com que todos indiv´ıduos morram.
3.5 Complexos vitamı´nicos.
Uma pessoa entusiasta por complexos multivitamı´nicos resolveu preparar seu pro´prio com-
plexo, a partir de dois produtos (VITAMEX e VITAMIL) dispon´ıveis no mercado (ambos sob
a forma de po´).
A tabela abaixo fornece a quantidade de cada tipo de vitamina presente em cada grama de
cada produto, bem como a dosagem mı´nima dia´ria reconhecida pelos nutricionistas.
VITAMIL VITAMEX Dosagem mı´nima
Vitamina A 250 UI 500 UI 2500 UI
Vitamina D 100 UI 80 UI 400 UI
Vitamina E 4 UI 5 UI 30 UI
Vitamina C 6 mg 20 mg 60 mg
Vitamina B6 1 mg - 2 mg
Vitamina B12 3 mg - 5 mg
Cada grama de VITAMIL custa CR$ 30,00, enquanto cada grama de VITAMEX custa CR$
20,00. Determine a quantidade de cada produto a ser ingerido diariamente, de modo a atender
as necessidades nutricionais ao menor custo poss´ıvel.
Soluc¸a˜o:
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A primeira coisa que devemos ter cuidado e´ com a dosagem mı´nima. Enta˜o sejam x a
dosagem em gramas do VITAMIL e y a dosagem em gramas do VITAMEX. Vamos representar
a tabela acima em linguagem matema´tica:
Vitamina A: 250x+ 500y ≥ 2500 ⇔ x+ 2y ≥ 10
Vitamina D: 100x+ 80y ≥ 400 ⇔ 5x+ 4y ≥ 20
Vitamina E: 4x+ 5y ≥ 30
Vitamina C: 6x+ 20y ≥ 60 ⇔ 3x+ 10y ≥ 30
Vitamina B6: x ≥ 2
Vitamina B12: 3x ≥ 5 ⇔ x ≥ 5
3
Ja´ o custo β, sera´ dado por β(x, y) = 30x + 20y e e´ esta func¸a˜o, de duas varia´veis, que
vamos procurar minimizar dentro das necessidades do seguinte sistema:

x + 2y ≥ 10
5x + 4y ≥ 20
4x + 5y ≥ 30
3x + 10y ≥ 30
x ≥ 2
x ≥ 5
3
Ao representa o sistema de inequac¸o˜es acima na figura 3.5 obtemos o conjunto de soluc¸o˜es
que e´ uma figura com ve´rtices A, B e C.
Figura 3.5: Soluc¸o˜es do sistema de inequac¸o˜es.
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Precisamos agora encontrar o par (x, y) deste conjunto soluc¸a˜o que nos deˆ o menor valor
de β(x, y).
Como podemos ver na figura 3.6, β(x, y) = 30x+ 20y representa um plano em R3.
Figura 3.6: Gra´fico de β(x, y) = 30x+ 20y em R3.
Assim como na sec¸a˜o 2.2, vamos trabalhar com Curvas de Nı´veis. Aqui tambe´m ao tomar-
mos como origem a curva de n´ıvel zero, temos β(x, y) = 0⇔ x = y = 0. A medida que outras
curvas de n´ıveis se afastam paralelamente desta no sentido do vetor normal a ela, o custo au-
mentara´.
Enta˜o o par (x, y) procurado deve ser tal que tal que β se afaste o mı´nimo poss´ıvel da curva
de n´ıvel zero.
Problemas deste tipo sa˜o tidos como problemas de Programac¸a˜o Linear envolvendo duas
varia´veis prima´rias, estes sa˜o resolvidos escrevendo geometricamente as restric¸o˜es de desigual-
dade como igualdades e determinando enta˜o um pol´ıgono de soluc¸a˜o via´veis. Costuma-se dizer
que uma soluc¸a˜o e´ via´vel quando ela satisfaz todas as restric¸o˜es de um problema de Programac¸a˜o
Linear.
Ao encontrar tal pol´ıgono o pro´ximo passo sera´ determinar as soluc¸o˜es via´veis que otimiza
(minimiza ou maximiza) a func¸a˜o objetivo, que sera´ a soluc¸a˜o do problema. O teorema diz:
Se existir uma u´nica soluc¸a˜o que otimiza uma func¸a˜o objetivo linear, enta˜o esta soluc¸a˜o
deve corresponder a um ve´rtice (ou ponto externo) do pol´ıgono de soluc¸a˜o via´veis. Se existir
mais de uma soluc¸a˜o, pelo menos uma das soluc¸o˜es devem corresponder a ve´rtices adjacentes
do pol´ıgono de soluc¸o˜es via´veis.
Neste caso nossa func¸a˜o objetivo e´ a func¸a˜o custo β(x, y) = 20x+ 30y.
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Figura 3.7: Curvas de Nı´veis nos ve´rtices do conjunto soluc¸a˜o.
Assim fica fa´cil perceber que a soluc¸a˜o que minimiza o custo se encontra no ve´rtice A do
pol´ıgono.
Portanto, a quantidade a ser ingerida de VITAMIL e de VITAMEX, de modo a atender as
necessidades nutricionais a menor custo, sera´ respectivamente 2 gramas e 4,4 gramas.
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Apeˆndice A
Um pouco sobre o oxigeˆnio
O oxigeˆnio como uma substaˆncia importante para a manutenc¸a˜o da vida, e´ muito estudado
atualmente. Hoje ja´ e´ poss´ıvel encontra-lo inclusive em estado l´ıquido, que e´ muito utilizado
em hospitais e como combust´ıvel de oˆnibus espaciais quando misturado com hidrogeˆnio l´ıquido.
O oxigeˆnio foi descoberto por Priestley em 1722, por calcinac¸a˜o do nitrato de pota´ssio. A
partir de 1775, Lavoisier estabeleceu suas propriedades, mostrou que existia no ar e na a´gua, e
indicou seu papel fundamental nas combusto˜es e na respirac¸a˜o. Coube ao qu´ımico franceˆs An-
toine Lavoiser mostrar que a combusta˜o, a calcinac¸a˜o dos metais e a respirac¸a˜o sa˜o fenoˆmenos
relacionados entre si, pois sa˜o todos processos de combinac¸a˜o com o oxigeˆnio.
Crise do oxigeˆnio
Por mais que seja de grande importaˆncia a preservac¸a˜o das florestas em nosso mundo, e´
interessante ressaltar que 70% (setenta por cento) de todo oxigeˆnio no mundo prove´m das Di-
atoma´ceas, algas que flutuam livremente e constituem a alimentac¸a˜o ba´sica da maioria dos
peixes. O perigo esta´ nos praguicidas produzidos pelo homem, estes podem vir a reduzir ou
ate´ acabar com as Diatoma´ceas e, com isso, podemos nos ver um dia sem oxigeˆnio. Corremos
este risco devido a alguns navios tanques transitarem pelos mares carregando tais praguicidas.
- ha´ sempre a possibilidade de uma cata´strofe acontecer.
Mas na˜o ha´ apenas este risco. Hoje em dia o consumo de oxigeˆnio esta´ elevado como jamais
visto. Todos ve´ıculos a motor gastam oxigeˆnio, os avio˜es tem um consumo ainda mais elevado.
Para se ter uma ide´ia, o antigo Boing 707 a jato queimava 32 toneladas a cada vez que atra-
vessara o Atlaˆntico. Imagine hoje em dia com a quantidade de jatos que voam todas as horas.
Os ciclos naturais da ecosfera suportam as necessidades das plantas e dos animais, na˜o estas
”necessidades”mencionadas acima.
41
Apeˆndice B
Nosso crescimento populacional
Atualmente, o crescimento desgovernado da populac¸a˜o mundial e´ mais um problema que nosso
planeta enfrenta. Isso faz com que cada vez mais aumente o consumo de alimento, a necessi-
dade de espac¸o para se viver e a poluic¸a˜o. Para se ter uma ide´ia deste u´ltimo, se a populac¸a˜o
fosse de dez a quinze milho˜es de habitantes, poder´ıamos fazer tudo que quise´ssemos que o meio
ambiente absorveria perfeitamente. Ate´ mesmo a radiac¸a˜o solar, que sempre faz mal, teria a
probabilidade de fazer com que algum ser vivo sofresse menos ao se expor a ela.
Mas atualmente a realidade e´ outra, temos cerca de 6 bilho˜es de habitantes em nosso plane-
ta e a estimativa e´ de que no ano de 2015 a populac¸a˜o esteja entre 7,10 e 7,83 bilho˜es de
habitantes. Ou seja, quanto mais gente no mundo, mais cuidado devemos ter com as novas
tecnologias e com seus subprodutos.
O que vem sendo feito para se conter este crescimento?
Cada vez mais os governos tentam adotar programas de planejamento familiar mais eficazes
para controlar este crescimento. A ONU tem trac¸ado um programa de ac¸a˜o para diminuir o
crescimento populacional, este aponta os seguintes objetivos: crescimento econoˆmico baseado
no desenvolvimento sustenta´vel, educac¸a˜o, sobretudo nas mulheres, igualdade entre os sexos,
reduc¸a˜o de mortalidade neonatal, infantil e materna e acesso universal a servic¸os de planeja-
mento familiar, sau´de reprodutiva e sexual. A urbanizac¸a˜o dos pa´ıses em desenvolvimento,
tambe´m e´ apontada como alternativa para conter o crescimento populacional. Isso porque a
natalidade nas cidades e´, em geral, mais baixa que na zona rural.
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Apeˆndice C
A respeito da Gene´tica
Hoje em dia Gene´tica e´ um tema muito abordado, esta´ constantemente nos jornais, que
anunciam descobertas de genes capazes de combater doenc¸as heredita´rias, estes descobertos
pelo Projeto Genoma Humano, vemos novela e filmes que abordam o tema de uma maneira ta˜o
comum, ale´m de programas de televisa˜o que fornecem testes de DNA e revistas que cada vez
mais abordam o tema por perceber que este ja´ esta´ inserido em nosso dia-a-dia.
Mas o que procura a Gene´tica ou a Engenharia Gene´tica? De forma geral, tenta-se explicar
os mecanismos da hereditariedade e variac¸a˜o dos seres vivos. Pore´m, isto vai um pouco mais
ale´m, veja a reportagem a seguir retirada da revista Super Interessante:
Berc¸a´rio Meta´lico - Superligas: Ativar
O f´ısico Jens Norskov e sua equipe da Universidade Te´cnica da Dinamarca, em Lyngby,
inspira-se na gene´tica para criar um novo me´todo de combinar metais capaz de testar mais
de 200 mil novas ligas meta´licas.”Os resultado sa˜o ta˜o bons que deram origem a materiais de
alta performance que levariam anos para serem descobertos pelos meios convencionais”, afirma
Norskov. Ele utiliza um software que considera cada metal um gene e cada grupo de quatro, um
cromossomo. O me´todo simula a troca de genes ate´ encontrar uma fo´rmula mais adequada. O
programa inicia com 60 cromossomos contendo uma variedade de 32 genes escolhidos ao acaso.
A seguir comec¸am processos ana´logos aos crossover - em que os genes sa˜o recombinados em
outro cromossomo - e mutac¸a˜o. As misturas com as melhores propriedades sa˜o relacionadas
e servira˜o de base para uma nova mutac¸a˜o. Mas como saber se a liga resultante sera´ boa? O
programa avalia a forma dos cromossomos usando o que eles chamam de teoria da func¸a˜o da
densidade (DFT), que preveˆ as propriedades dos materiais com base no conhecimento de como
interagem os ele´trons de a´tomos distintos. Aqueles com feixes de ele´trons mais densos sa˜o mais
fortes e teˆm ponto de fusa˜o mais alto.
Edward Pimenta Jr.
Veja que a pesquisa na a´rea de gene´tica e´ extremamente abundante. Nos u´ltimos anos, esta
foi a` a´rea da Biologia que mais se expandiu.
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E quanto ao Projeto Genoma Humano, o que e´? No livro de Vivian Leysler da Rosa,
Gene´tica e Evoluc¸a˜o, encontra-se o seguinte histo´rico:
Dia 26 de junho de 2000, data histo´rica para a cieˆncia da hereditariedade. Atrave´s de um
comunicado conjunto a` imprensa internacional, feito pelo enta˜o presidente do Estados Unidos,
Bill Clinton e pelo primeiro ministro ingleˆs, Tony Blair, acompanhados pelo cinetista Craig
Venter, presidente da empresa Celera Genomics, o mundo ficou sabendo que estava conclu´ıda a
fase inicial de um dos maiores empreendimentos cient´ıficos do se´culo XX - o Projeto Genoma
Humano. No seu in´ıcio, em 1990, este projeto foi comparado ao Projeto Apolo, que levou o
homem a` Lua nas de´cadas de 1960, tamanho o alcance que se pretendia com os resultados da
decifrac¸a˜o do patrimoˆnio gene´tico humano.
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Conclusa˜o
Os problemas contidos neste trabalho podera˜o, de alguma forma, servir aos que esta˜o termi-
nando sua graduac¸a˜o em Matema´tica, sejam como exemplos para tornar os conteu´dos de suas
aulas mais atrativos, ou como algo que desperte o interesse para um estudo mais detalhado das
Cieˆncias Biolo´gicas, ou, ainda, uma maneira de acabar com alguma frustrac¸a˜o, se assim pode-se
chamar, que tenha se acumulado durante o curso quanto a real aplicabilidade da Matema´tica.
Para quem escreveu, e ao mesmo tempo teve o grande apoio do Professor Vladimir, fica
principalmente a certeza de que a Matema´tica e´ uma Cieˆncia que, quanto mais se pesquisa,
mais rico se tornam as linhas de pensamento que tal pesquisa assume, e outros horizontes sa˜o
descobertos dentro da mesma.
Um trabalho deste tipo tambe´m influencia no desenvolver de um acadeˆmico quanto a` per-
cepc¸a˜o de como e´ importante a utilizac¸a˜o de tecnologias nos ca´lculos matema´ticos. Em muitas
partes do trabalho foi utilizado o aux´ılio do software matema´tico Maple 6 , assim como o pro´prio
editor de texto Latex. O emprego destes softwares trazem uma agilidade e uma clareza muito
boa, sem que o estudante esquec¸a dos conhecimentos matema´ticos necessa´rios para determina-
dos problemas, ate´ porque para opera-los e´ indispensa´vel estes conhecimentos.
A cada ano que passa, mais as Cieˆncias se relacionam, mais se torna necessa´rio o con-
hecimento em diferentes a´reas. Precisamos, ao mesmo tempo em que esta relac¸a˜o acontece,
trabalhar tambe´m o caminho da educac¸a˜o brasileira nesse sentido, sem perder e´ claro, a neces-
sidade de formar cidada˜os cr´ıticos.
E´ com o agrado de quem acredita ter tomado a escolha correta, e com a tranqu¨ilidade de
quem agora pode aproveitar um pouco as belezas da Ilha de Santa Catarina, que termino o
presente trabalho.
Adriano Luiz dos Santos Ne´.
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